
9 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî (n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4) íàòóðàëüíî è

îêàí÷èâàåòñÿ òðåìÿ íóëÿìè?

Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî n ⩾ 5. ×òîáû ÷èñëî îêàí÷èâàëîñü òðåìÿ íóëÿìè, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà 125 è íà 8. Èç ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

íå áîëåå îäíîãî äåëèòñÿ íà 5, ïîýòîìó íóæíî, ÷òîáû ÷èñëî, êðàòíîå ïÿòè, áûëî ñðåäè íèõ è

äåëèëîñü íà 125. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëþáûõ ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ðîâíî îäíî äåëèòñÿ íà 4 è åù¼ ðîâíî îäíî äåëèòñÿ íà 2 (íî íå íà 4), ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå

âñåãäà äåëèòñÿ íà 8. ßñíî, ÷òî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå n � òî, ïðè êîòîðîì n− 1 = 125, òî åñòü
n = 126.

2. Â áàíêå â ñåéôå ëåæàò êóáè÷åñêèå çîëîòûå ñëèòêè. Íà ðèñóíêå ñëåâà ïîêàçàí âèä ñâåðõó

ðàñïîëîæåíèÿ ñëèòêîâ, à íà ðèñóíêå ñïðàâà � âèä ñ îäíîé èç ÷åòûð¼õ áîêîâûõ ñòîðîí ñåéôà.

Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çîëîòûõ ñëèòêîâ ìîæåò áûòü â ñåéôå?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðèñóíêå ñïðàâà ïîêàçàí âèä ñ òîé ñòîðîíû ñåéôà, êîòîðàÿ

ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé ñòîðîíå êâàäðàòà íà ëåâîì ðèñóíêå. Òîãäà â ïåðâîì ñëåâà ðÿäó íà ëåâîì

ðèñóíêå â êàæäîì èç òð¼õ íåïóñòûõ êâàäðàòîâ ëåæèò íå áîëüøå äâóõ ñëèòêîâ (èíà÷å â ëåâîì

ðÿäó íà ïðàâîì ðèñóíêå áûëî áû áîëüøå äâóõ ñëèòêîâ). Çíà÷èò, âñåãî â ïåðâîì ñëåâà ðÿäó íà

ëåâîì ðèñóíêå ëåæèò íå áîëüøå, ÷åì 2 · 3 = 6 ñëèòêîâ. Àíàëîãè÷íî, âî âòîðîì, òðåòüåì è ÷åò-

â¼ðòîì ðÿäàõ ñëåâà íà ëåâîì ðèñóíêå ëåæèò íå áîëüøå, ÷åì 4 · 1 = 4, 1 · 2 = 2 è 3 · 3 = 9 ñëèòêîâ
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî ñëèòêîâ íå áîëüøå, ÷åì 6+ 4+ 2+ 9 = 21. Ïðîäåëûâàÿ àíà-
ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæ¼í âèä ñ áîêîâîé ñòîðîíû,

îòâå÷àþùåé ïðàâîé, âåðõíåé è ëåâîé ñòîðîíàì êâàäðàòà íà ðèñóíêå ñëåâà, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ýòèõ

ñëó÷àåâ êîëè÷åñòâî ñëèòêîâ íå áîëüøå, ÷åì 2 ·3+4 ·2+1 ·2+3 ·2 = 22, 2 ·3+4 ·2+1 ·1+3 ·3 = 24
è 2 · 2 + 4 · 2 + 1 · 2 + 3 · 3 = 23 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê).
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Èòîãî, â ñåéôå íå ìîãëî áûòü áîëüøå, ÷åì 24 ñëèòêà. Íóæíûé ïðèìåð ñòðîèòñÿ î÷åâèäíî: â

êàæäûé íåïóñòîé êâàäðàò íà ðèñóíêå ñëåâà íóæíî ïîëîæèòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî

ñëèòêîâ, äèêòóåìîå ðèñóíêîì ñïðàâà (â ñëó÷àå, êîãäà íà ðèñóíêå ñïðàâà ïîêàçàí âèä ñ áîêîâîé

ñòîðîíû, îòâå÷àþùåé âåðõíåé ñòîðîíå êâàäðàòà íà ðèñóíêå ñëåâà).



3. Â íåðàâíîáåäðåííîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äëèíà ãèïîòåíóçû ðàâíà 2021. Íàéäèòå

ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó ïðÿìîãî óãëà, îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç

ýòîé âåðøèíû íà ãèïîòåíóçó, è ñåðåäèíó áîëüøåãî êàòåòà.

Ðåøåíèå. I ñïîñîá. Îáîçíà÷èì òî÷êè òàê, êàê íà ðèñóíêå: P � âåðøèíà ïðÿìîãî óãëà â

ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå PQR, T � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç P íà ãèïîòåíóçó, S �

ñåðåäèíà ñòîðîíû áîëüøåãî êàòåòà.
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II ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ñåðåäèíó ñòîðîíû PQ (ñì. ðèñóíîê); îñòàëüíûå áóêâû îáîçíà-

÷àþò òàêèå æå òî÷êè, êàê â ïåðâîì ñïîñîáå.
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Òîãäà SN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà PQR, ïîýòîìó îíà ïàðàëëåëüíà ãèïîòåíóçå QR è âäâîå

êîðî÷å, òî åñòü èìååò äëèíó
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2
. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ SN è PT äåëèò îòðåçîê

PT ïîïîëàì. Íî PS = ST (ñì. ïåðâûé ñïîñîá), ïîýòîìó SN è PT ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ðàññìîòðèì

òåïåðü îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ íà SN êàê íà äèàìåòðå. Òî÷êà P ëåæèò íà íåé, òàê êàê óãîë

SPN ïðÿìîé. Íî òî÷êà T ñèììåòðè÷íà òî÷êå P îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé SN , çíà÷èò, T òîæå ëåæèò

íà ýòîé îêðóæíîñòè. Çíà÷èò, ýòî è åñòü îêðóæíîñòü èç óñëîâèÿ, à ðàäèóñ å¼ ðàâåí
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4. Åñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 2021. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî èç íèõ ìîæíî âçÿòü òàê,

÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ èç âçÿòûõ ÷èñåë íå äåëèëàñü íà èõ ðàçíîñòü?

Ðåøåíèå. Åñëè âçÿòü ÷èñëà îò 1 äî 2021, äàþùèå â îñòàòêå îäèí ïðè äåëåíèè íà òðè (èõ

âñåãî
2022

3
= 674), òî ñóììà ëþáûõ äâóõ âçÿòûõ íå áóäåò äåëèòüñÿ íà ðàçíîñòü, ïîòîìó ÷òî ñóììà

íå äåëèòñÿ íà òðè (îíà áóäåò äàâàòü îñòàòîê äâà), à ðàçíîñòü äåëèòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî áîëüøå 674

÷èñåë âçÿòü íåëüçÿ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî èç ëþáûõ äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë, î÷åâèäíî,

íåëüçÿ âçÿòü áîëüøå îäíîãî (åñëè âçÿòü îáà, òî èõ ñóììà ïîäåëèòñÿ íà èõ ðàçíîñòü, ðàâíóþ

åäèíèöå). Áîëåå òîãî, èç ëþáûõ òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë òîæå íåëüçÿ âçÿòü áîëåå îäíîãî: äâà

ñîñåäíèõ íåëüçÿ áðàòü ïî äîêàçàííîìó, à åñëè èç ÷èñåë a, a+1, a+2 âçÿòü êðàéíèå, òî èõ ñóììà
2a+2 ïîäåëèòñÿ íà èõ ðàçíîñòü, ðàâíóþ äâîéêå. Ðàçîáü¼ì òåïåðü ÷èñëà îò 1 äî 2021 íà 673 ãðóïïû

ïî òðè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñëà (1, 2, 3; 4, 5, 6; . . .; 2017, 2018, 2019) è ãðóïïó èç äâóõ ÷èñåë 2020,

2021. Èç êàæäîé ãðóïïû íåëüçÿ âçÿòü áîëüøå îäíîãî ÷èñëà, çíà÷èò, âñåãî âçÿòûõ ÷èñåë áóäåò íå

áîëüøå, ÷åì 674. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü ÷èñëà, êîòîðûå äàþò

îñòàòîê äâà ïðè äåëåíèè íà òðè.

5. Íàéäèòå 1010-þ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â ÷èñëå (3− 2
√
2)2021.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = 3 − 2
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ïîýòîìó íà 1010-ì ìåñòå ïîñëå çàïÿòîé ó ÷èñëà a2021 ñòîèò íóëü.



10 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëà n è n2021 îêàí÷èâàþòñÿ íà îäíó è òó æå öèôðó?

Ðåøåíèå. I ñïîñîá. Ïðè ëþáûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà n2021 çàâèñèò òîëüêî

îò ïîñëåäíåé öèôðû ÷èñëà n. (Âîîáùå, ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë ðàâíà ïîñëåä-
íåé öèôðå ïðîèçâåäåíèÿ èõ ïîñëåäíèõ öèôð.) Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè n îêàí÷èâàåòñÿ íà 0, 1, 5 èëè

6, òî îíî â ëþáîé ñòåïåíè áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà òó æå öèôðó. Åñëè n îêàí÷èâàåòñÿ íà 4 èëè 9,

òî îíî áóäåò â ëþáîé íå÷¼òíîé ñòåïåíè îêàí÷èâàòüñÿ íà òó æå öèôðó (òàê êàê 4 ·4 = 16, 6 ·4 = 24,
9 · 9 = 81, 9 · 1 = 9). Íàêîíåö, åñëè n îêàí÷èâàåòñÿ íà 2, 3, 7 èëè 8, òî îíî áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ

íà òó æå öèôðó â ëþáîé ñòåïåíè, äàþùåé îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà ÷åòûðå (ïðîâåðêà àíàëîãè÷-

íà ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ). Êàê áû òî íè áûëî, n2021 è n îêàí÷èâàþòñÿ íà îäíó è òó æå öèôðó,

ïîòîìó ÷òî 2021 = 4 · 505 + 1.
II ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî

n2021 − n = n(n2020 − 1) = n(n1010 − 1)(n1010 + 1).

Ïîíÿòíî, ÷òî èç äâóõ ÷èñåë n è n1010 − 1 ðîâíî îäíî áóäåò ÷¼òíûì. Åñëè n äåëèòñÿ íà 5, òî,

î÷åâèäíî, ýòà ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 10. Åñëè n äà¼ò îñòàòîê 1 èëè 4 ïðè äåëåíèè íà 5, òî n1010 − 1
êðàòíî ïÿòè. (Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, ê ïðèìåðó, òàê: (5k±1)2 = 25k2±10k+1, òî åñòü n â ëþáîé

÷¼òíîé ñòåïåíè áóäåò äàâàòü îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 5.) Åñëè æå n äà¼ò îñòàòîê 2 èëè 3 ïðè

äåëåíèè íà 5, òî n1010 + 1 êðàòíî ïÿòè. (Äåéñòâèòåëüíî, (5k ± 2)2 = 25k2 ± 20k + 4, îòêóäà âñ¼
òðèâèàëüíî âûòåêàåò.) Òàê èëè èíà÷å, ðàçíîñòü n2021 − n äåëèòñÿ íà 10, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ýòè

÷èñëà îêàí÷èâàþòñÿ íà îäíó è òó æå öèôðó.

2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà z îáîçíà÷èì ÷åðåç S(z) ñóììó åãî öèôð, à ÷åðåç P (z) �
ïðîèçâåäåíèå åãî öèôð. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn, â êîòîðîé z1 = 1 è

zn = S(zn−1) + P (zn−1)

äëÿ ëþáîãî n ⩾ 2. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ zn = n.
Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, z1 = 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî z2 = 2, z7 = 7, z9 = 9, z19 = 1, zn ⩽ 18

è zn ̸= n äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ n îò 1 äî 19. Çíà÷èò, äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå n = 1, 2, 7, 9, íåò (òàê
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, î÷åâèäíî, ïåðèîäè÷íà: zn+18 = zn äëÿ ëþáîãî n).

3. Â ñîâìåñòíîé êîíôåðåíöèè ëæåöîâ (âñåãäà ëãóò) è ïðàâäîëþáîâ (âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó)

ó÷àñòâîâàëî 55 ÷åëîâåê, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì. Îðãàíèçàòîð êîíôåðåíöèè

ñïðîñèë êàæäîãî ïðî êàæäîãî èç îñòàëüíûõ: ¾Çíàåò ëè îí ýòîãî ó÷àñòíèêà?¿ Âñå îòâå÷àëè òîëüêî

¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî îòâåòîâ ¾äà¿ ðàâíî 555?

Ðåøåíèå. Íåò, íå ìîãëî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ó÷àñòíèêîâ êîí-

ôåðåíöèè. Åñëè îíè îáà ïðàâäîëþáû è çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì, òî îíè îáà îòâåòÿò íà âîïðîñ

îðãàíèçàòîðà ¾äà¿ (à åñëè íå çíàêîìû, òî îáà ¾íåò¿). Åñëè îíè îáà ëæåöû è çíàêîìû äðóã ñ

äðóãîì, òî îáà îòâåòÿò íà âîïðîñ îðãàíèçàòîðà ¾íåò¿ (à åñëè íå çíàêîìû, òî îáà ¾äà¿). Äîïóñòèì

òåïåðü, ÷òî îäèí èç íèõ ëæåö, à äðóãîé ïðàâäîëþá. Åñëè îíè çíàêîìû, òî íà âîïðîñ îðãàíèçà-

òîðà ëæåö îòâåòèò ¾íåò¿, à ïðàâäîëþá � ¾äà¿, åñëè æå îíè íåçíàêîìû, òî ëæåö îòâåòèò ¾äà¿, à

ïðàâäîëþá � ¾íåò¿. Òàêèì îáðàçîì, ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà îòâåòîâ ¾äà¿ ðàâíà ÷¼òíîñòè ÷èñëà ïàð

ó÷àñòíèêîâ, â êîòîðûõ îäèí ëæåö, à äðóãîé ïðàâäîëþá, òî åñòü ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ëæåöîâ íà

÷èñëî ïðàâäîëþáîâ. Íî ýòî ïðîèçâåäåíèå âñåãäà ÷¼òíî. Â ñàìîì äåëå, îáùåå êîëè÷åñòâî ëæåöîâ

è ïðàâäîëþáîâ íå÷¼òíî, ïîýòîì ëèáî êîëè÷åñòâî ëæåöîâ, ëèáî êîëè÷åñòâî ïðàâäîëþáîâ ÷¼òíî.



4. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êó C1, íà ñòîðîíå BC � òî÷êó A1, íà

ñòîðîíå CA � òî÷êó B1. Îêàçàëîñü, ÷òî
AC1

C1B
=

BA1

A1C
=

CB1

B1A
= 2, à òðåóãîëüíèê A1B1C1 �

ðàâíîñòîðîííèé. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ABC � òîæå ðàâíîñòîðîííèé.

Ðåøåíèå. I ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O, P , R òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà

A1B1C1, ñåðåäèíó ñòîðîíû C1A1 è ñåðåäèíó îòðåçêà BA1 (ñì. ðèñóíîê); òàêèì îáðàçîì,

BR = RA1 = A1C.

A BC
1

B
1

A
1

R

C

O P

Ïîñêîëüêó
CB1

B1A
=

CR

RB
= 2, òåîðåìà, îáðàòíàÿ òåîðåìå Ôàëåñà, ãëàñèò, ÷òî ïðÿìûå B1R è AB

ïàðàëëåëüíû. Àíàëîãè÷íî,
A1P

PC1
=

A1R

RB
= 1, ïîýòîìó ïðÿìûå PR è C1B ïàðàëëåëüíû. Çíà-

÷èò, òî÷êà P íà ñàìîì äåëå ëåæèò íà ïðÿìîé B1R; äðóãèìè ñëîâàìè, ïðÿìàÿ AB ïàðàëëåëüíà

ìåäèàíå B1P òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Àíàëîãè÷íî, äâå îñòàâøèåñÿ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC
áóäóò ïàðàëëåëüíû äâóì îñòàâøèìñÿ ìåäèàíàì òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü èç

ïàðàëëåëîãðàììà BROC1 ìû âèäèì, ÷òî óãîë B òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí óãëó C1OP ìåæäó

ìåäèàíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà A1B1C1, òî åñòü 60◦. Òàê æå íàõîäèì, ÷òî äâà îñòàëüíûõ

óãëà òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíû 60◦, ïîýòîìó îí ïðàâèëüíûé.

II ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q, S òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC è ñåðåäèíó

ñòîðîíû AB ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê).

A S C
1

B

C

A
1

Q

Òîãäà
AS

AB
=

3

6
, à

AC1

AB
=

4

6
, ïîýòîìó C1B = 2SC1 =

2

6
AB. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, BA1 = 2A1C,

ïîýòîìó ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Ôàëåñà, ïðÿìûå A1C1 è CS ïàðàëëåëüíû. Àíàëîãè÷íî, äâå

îñòàâøèåñÿ ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC ïàðàëëåëüíû äâóì îñòàâøèìñÿ ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî

òðåóãîëüíèêà A1B1C1, ïîýòîìó âñå øåñòü óãëîâ, ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êå Q, ðàâíû 60◦. Îòñþäà ëåãêî
âûâåñòè, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ïðàâèëüíûé. Ê ïðèìåðó, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â òðåóãîëüíèêå

AQB ìåäèàíà QS ÿâëÿåòñÿ åù¼ è áèññåêòðèñîé, à çíà÷èò, è âûñîòîé. Àíàëîãè÷íî, äâå îñòàëüíûå

ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC òàêæå ÿâëÿþòñÿ åãî âûñîòàìè, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî îí ïðàâèëüíûé.

III ñïîñîá. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñïîñîáå, îáîçíà÷àåì ÷åðåç S ñåðåäèíó ñòîðîíû AB è äîêà-

çûâàåì, ÷òî
BA1

A1C
=

BC1

C1S
= 2, ïîýòîìó A1C1 è CS ïàðàëëåëüíû, à òðåóãîëüíèêè BA1C1 è BCS



ïîäîáíû. Çíà÷èò,
CS

A1C1
=

BC

BA1
=

3

2
. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî äâå îñòàâøèåñÿ ìåäèàíû ðàâíû

äâóì îñòàâøèìñÿ ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â òðåóãîëüíèêå

ABC âñå òðè ìåäèàíû ðàâíû, îòêóäà ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî îí ïðàâèëüíûé. (Íàïðèìåð, òàê. Åñ-

ëè ìåäèàíû AA2 è BB2 ðàâíû, òî òðåóãîëüíèêè AQB2 è BQA2 ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó

ìåæäó íèìè. Äàëüøå î÷åâèäíî.)

5. Ñóììà êàêèõ-òî ÷åòûð¼õ ÷èñåë ðàâíà ñóììå èõ êâàäðàòîâ. Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷åòûð¼õ

÷èñåë ðàâíî åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷åòûðå ýòèõ ÷èñëà ðàâíû åäèíèöå.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ýòè ÷åòûðå ÷èñëà ÷åðåç a, b, c, d, òîãäà abcd = 1. Îáîçíà÷èì òàêæå

t = a+b+c+d = a2+b2+c2+d2. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè, t = (a2+b2)+(c2+d2) ⩾ 2|ab|+2|cd|.
Àíàëîãè÷íî, t ⩾ 2|ac|+ 2|bd| è t ⩾ 2|ad|+ 2|bc|. Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî

3t ⩾ 2(|ab|+ |ac|+ |ad|+ |bc|+ |bd|+ |cd|) = (|a|+ |b|+ |c|+ |d|)2 − (a2 + b2 + c2 + d2).

Ïðè ýòîì |a|+ |b|+ |c|+ |d| ⩾ a+b+c+d = t = a2+b2+c2+d2 > 0, òàê ÷òî (|a|+ |b|+ |c|+ |d|)2 ⩾ t2,
îòêóäà 3t ⩾ t2 − t, òî åñòü t ⩽ 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ åù¼ ðàç íåðàâåíñòâî Êîøè, ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî t ⩾ 2|ab|+2|cd| ⩾ 4
√
|abcd| = 4. Çíà÷èò, t = 4 à âñå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå

ó íàñ âîçíèêàëè, íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè.

Íî íåðàâåíñòâî Êîøè ìîæåò áûòü ðàâåíñòâîì, òîëüêî åñëè ñëàãàåìûå ðàâíû, îòêóäà, ê ïðè-

ìåðó, a2 + b2 = c2 + d2 è a2 + c2 = b2 + d2; âû÷èòàÿ èç îäíîãî ðàâåíñòâà äðóãîå, ìû âèäèì, ÷òî

b2 = c2. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî |a| = |b| = |c| = |d| = 1. Îäíàêî, åñëè õîòü îäíî èç

ýòèõ ÷èñåë îòðèöàòåëüíî, òî èõ ñóììà íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ t = 4. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå ýòè ÷åòûðå
÷èñëà ðàâíû åäèíèöå.



11 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − 4x · cos(πx2021) + 4 = 0.
Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå 4x · cos(πx2021) ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 4|x|, ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ íå ìåíüøå, ÷åì x2− 4|x|+4 = (|x| − 2)2. Ðàâåíñòâî íóëþ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü ïðè

cos(πx2021) = ±1. Åñëè cos(πx2021) = 1, òî x = 2. Åñëè æå cos(πx2021) = −1, òî x = −2, íî ýòî

íåâåðíî: cos(−22021π) = 1 ̸= −1. Çíà÷èò, x = 2 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà z îáîçíà÷èì ÷åðåç S(z) ñóììó åãî öèôð, ÷åðåç P (z) � ïðî-

èçâåäåíèå åãî öèôð, à ÷åðåçN(z) � êîëè÷åñòâî åãî öèôð. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn(k), â êîòîðîé z1(k) = k è

zn(k) = (P (zn−1(k)) +N(zn−1(k))) · S(zn−1(k))

äëÿ ëþáîãî n ⩾ 2. Êàêîå ÷èñëî áîëüøå, z2022(2021) èëè z2020(1)?
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî åñëè zn(k) = 20, òî zn+2t−1(k) = 4 è zn+2t(k) = 20 äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî t. Àíàëîãè÷íî, åñëè zn(k) = 12, òî zn+t(k) = 12 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t. Îñòà¼òñÿ
çàìåòèòü, ÷òî z2(2021) = 20 è z6(1) = 12, ïîýòîìó z2022(2021) = 20 > 12 = z2020(1).

3. Âñå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà � òðåóãîëüíèêè. Ñêîëüêî ãðàíåé ó íåãî ìîæåò áûòü?

Ðåøåíèå. Ëþáîå ÷¼òíîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ 4. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷èñëî ãðàíåé ÷åðåç f ,
à ÷èñëî ð¼áåð � ÷åðåç e. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãðàíü îãðàíè÷åíà òðåìÿ ð¼áðàìè, à êàæäîå ðåáðî

ðàçäåëÿåò äâå ãðàíè, 2e = 3f , ïîýòîìó ÷èñëî ãðàíåé íå ìîæåò áûòü íå÷¼òíûì. Ïîêàæåì òåïåðü,

÷òî äëÿ ëþáîãî 2n ⩾ 4 ñóùåñòâóåò ìíîãîãðàííèê ñ òàêèì ÷èñëîì ãðàíåé, ó êîòîðîãî âñå ãðà-

íè � òðåóãîëüíèêè. Ïðè 2n = 4 ãîäèòñÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà, à ïðè 2n > 4 ìîæíî âçÿòü äâå

îäèíàêîâûå n-óãîëüíûå ïèðàìèäû è ¾ñêëåèòü¿ èõ îñíîâàíèÿìè.

4. Ñóùåñòâóþò ëè öåëûå ÷èñëà x è y, äëÿ êîòîðûõ x3 = 4y2 + 4y − 3?
Ðåøåíèå. Íåò, íå ñóùåñòâóþò. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ â âèäå

x3 = (2y − 1)(2y + 3).

Ñîìíîæèòåëè â ïðàâîé ÷àñòè � íå÷¼òíûå ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 4. ßñíî, ÷òî îíè âçàèìíî

ïðîñòû (äâà è òðè íå ìîãóò áûòü èõ îáùèìè ìíîæèòåëÿìè, à ëþáîå äðóãîå ïðîñòîå ÷èñëî p áîëüøå
÷åòûð¼õ, ïîýòîìó åñëè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà p, òî âòîðîå � íåò). Ðàç ïðîèçâåäåíèå ýòèõ

âçàèìíî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êóáîì, òî êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

êóáîì. Íî òî÷íûå êóáû íå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà 4. Â ñàìîì äåëå, íóë¼ì íè îäíî èç ÷èñåë x è

y áûòü íå ìîæåò ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì, 13 − (−1)3 = 2, ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ äðóãèõ êóáîâ

ðàçíûõ çíàêîâ ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå, ÷åì 13− (−2)3 = 9. Åñëè æå îáà êóáà îäíîãî çíàêà (ñêàæåì,
îáà ïîëîæèòåëüíû), òî èõ ðàçíîñòü íå ìåíüøå ïî ìîäóëþ, ÷åì

(n+ 1)3 − n3 = 3n2 + 3n+ 1 > 4.

5. Â ðÿä ñòîèò 25 îñëèêîâ, ñàìûé ïðàâûé èç íèõ � Èà-Èà. Âèííè-Ïóõ õî÷åò äàòü êàæäîìó

îñëèêó ïî âîçäóøíîìó øàðèêó îäíîãî èç ñåìè ðàçíûõ öâåòîâ ðàäóãè (âêëþ÷àÿ çåë¼íûé) òàê,

÷òîáû ñòîÿùèå ðÿäîì îñëèêè ïîëó÷èëè áû øàðèêè ðàçíîãî öâåòà è øàðèê êàæäîãî öâåòà õîòü

êòî-íèáóäü äà ïîëó÷èë áû. Èà-Èà õî÷åò ïîäàðèòü êàæäîìó èç 24 îñòàëüíûõ îñëèêîâ ãîðøîê îä-

íîãî èç öâåòîâ ðàäóãè (êðîìå çåë¼íîãî) òàê, ÷òîáû ãîðøîê êàæäîãî öâåòà õîòü êòî-íèáóäü äà

ïîëó÷èë áû (íî ñîñåäè ìîãóò ïîëó÷àòü è îäíîöâåòíûå ãîðøêè). Ó êîãî áîëüøå ñïîñîáîâ îñóùå-

ñòâèòü çàäóìàííîå è âî ñêîëüêî ðàç � ó Âèííè-Ïóõà èëè ó Èà-Èà?

Ðåøåíèå. Ó Âèííè-Ïóõà â 7 ðàç áîëüøå ñïîñîáîâ îñóùåñòâèòü çàäóìàííîå, ÷åì ó Èà-Èà.

Ïðîíóìåðóåì öâåòà ðàäóãè ÷èñëàìè îò 1 äî 7 òàê, ÷òîáû çåë¼íûé áûë ñåäüìûì. Äîïóñòèì, ÷òî



Èà-Èà óæå ïîäàðèë îñòàëüíûì îñëèêàì ãîðøêè, îêðàøåííûå â ïåðâûå øåñòü öâåòîâ, òàê, êàê

õîòåë. Òîãäà Âèííè-Ïóõ ìîæåò ðàçäàâàòü øàðèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îñëèêó Èà-Èà îí äàñò

øàðèê çåë¼íîãî öâåòà. Äàëüøå Âèííè-Ïóõ áóäåò äâèãàòüñÿ âäîëü ðÿäà îñëèêîâ ñïðàâà íàëåâî,

äàâàÿ êàæäîìó øàðèê òîãî æå öâåòà, ÷òî è ãîðøîê. Ïðè ýòîì åñëè Âèííè-Ïóõ îáíàðóæèâàåò

äâóõ îñëèêîâ ïîäðÿä ñ ãîðøêàìè îäíîãî öâåòà, òî âòîðîìó èç íèõ îí äà¼ò çåë¼íûé øàðèê. Ïîñëå

ýòîãî Âèííè-Ïóõ çàáûâàåò îá ýòîì ñîáûòèè è ïðîäîëæàåò ðàçäàâàòü øàðèêè. Î÷åâèäíî, â èòîãå

øàðèêè áóäóò ðîçäàíû òàê, êàê òðåáîâàëîñü Âèííè-Ïóõó.

Îáðàòíî, ïóñòü Âèííè-Ïóõ óæå ðàçäàë øàðèêè òàê, êàê õîòåë. Òîãäà Èà-Èà íóæíî èäòè

ñïðàâà íàëåâî âäîëü ðÿäà îñëèêîâ. Âñåì îñëèêàì, ó êîòîðûõ øàðèê íå çåë¼íûé, íóæíî äàâàòü

ãîðøîê òîãî æå öâåòà, ÷òî è øàðèê. Êàæäîìó îñëèêó æå ñ çåë¼íûì øàðèêîì íóæíî äàâàòü

ãîðøîê òîãî æå öâåòà, ÷òî ó åãî ñîñåäà ñïðàâà. Ýòî çàäà¼ò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ñïîñîáàìè ðàçäà÷è ãîðøêîâ è ñïîñîáàìè ðàçäà÷è øàðèêîâ, â êîòîðûõ Èà-Èà ïîëó÷àåò

çåë¼íûé øàðèê. Ïîíÿòíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçäà÷è øàðèêîâ â 7 ðàç áîëüøå.


